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确定性信号分解与平稳随机信号分解的统一研究 

王宏禹，邱天爽
 

（大连理工大学电子信息与电气工程学部，辽宁 大连 116024） 

摘  要：对确定性信号分解与平稳随机信号分解进行了深入统一的研究。首先根据线性系统稳定性理论，分别给

出正则稳定情况下与边界稳定情况下 2种信号分解的统一研究结果。然后根据线性空间投影理论，分别给出正交

投影情况下与自投影情况下 2种信号分解的统一研究结果。前一种研究明确具体且物理意义清晰，后一种研究数

学意义与几何意义清晰，将两者合在一起研究，相得益彰。 
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Unified study on the decomposition for deterministic 

signals and stationary random signals 

WANG Hong-yu, QIU Tian-shuang 

(Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China) 

Abstract: The unified decomposition theories and methods for deterministic signals and stationary random signals were 

deeply studied. According to the stability theory of linear systems, the unified results of signal decomposition under both 

regular stable and boundary stable conditions were given respectively. The unified results of signal decomposition under 

both orthogonal projection and self projection conditions were also provided based on the linear space projection theory. 

The former is clear and definite in its physical meaning, and the latter is clear in its mathematical and geometrical mean-

ings. They are both complement with each other. 
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1  引言 

确定性信号与平稳随机信号的分解或展开已

有许多研究
[1~5]
，已为众所熟知。这 2 种信号（包

括连续的与离散的、有限的与无限的）有许多共性，

可对它们进行统一研究。不过，据文献调研，目前

尚未见到这种研究。为此，本文对这 2种信号分解

进行了统一研究。由于确定性离散信号与平稳随机

离散信号（以下均略去“离散”）可分别由{ ( )}nδ 与

白噪声序列{ ( )}w n 激励一线性时不变离散系统（以

下均简称为线性系统）所产生，所以这 2种信号可

由线性系统理论统一起来研究。线性系统稳定性分

为正则稳定的与边界稳定的，前者为人们熟悉，后

者却不熟悉。本文对这 2种信号于线性系统正则稳

定与边界稳定情况下的信号分解，给出了统一研究

结果。对这 2种信号的共性，可由数学泛函分析的

线性空间理论统一研究。线性空间投影分为正交投

影与自投影，前者为人们熟悉，后者却不熟悉，本

文对这 2种信号于线性空间正交投影与自投影情况

下的信号分解，给出了统一研究结果。 

2  线性时不变离散系统及其稳定性 

设因果线性时不变离散系统（以下为了简便起

见，再次将其简称为线性系统）的传递函数 ( )H z 为
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有限阶 m和 n的有理函数
[5]
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式(1)可表示为如下的零、极点模型，有 
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在式(2)中，分子项与分母项为 1时分别对应于

全极点模型与全零点模型。 

( )H z 为全极点模型时，将其展开为部分分式，

当它所有极点不同时，有 
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与 ( )H z 对应的格林函数 ( )g k 或脉冲响应

( )h k 为 

 
1

( ) ( )
n

k

i i

i

g k h k C λ
=

= =∑  (4) 

由此可见，当 k →∞时，使 ( ) ( ) 0g k h k= → 的

唯一条件是 1
i
λ < ， 1,2, ,i n= � 。如果 1

i
λ > ，则当

k →∞时，g(k)将无限增长。因此，对线性系统，

若 ( )H z 所有极点均位于单位圆内时，系统是稳定

的，而 ( )H z 只要有极点在单位圆外时，系统是不

稳定的。由于极点全部位于单位圆内，有限阶全极

点模型可以化为无限阶全零点模型，所以，若线性

系统是稳定的，则必定是因果的最小相位或最小时

延系统。 

若 ( )H z 的极点位于 z平面的单位圆上，线性系

统处于稳定与不稳定的边界，其稳定性要视极点在

单位圆上的位置与 ( )H z 是否有相同的极点而定。

当 ( )H z 在单位圆上有 l个相同极点时，则其格林函

数 ( )
l

g k 或脉冲响应 ( )
l
h k 为 
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1

( ) ( )
l

i k

l l i i

i

g k h k C k λ−

=
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1) 极点位于单位圆实轴上，即 1,
i
λ = 1,i =  

2, , l� 。对 1l = ，为 1阶极点情况，
1 1
( ) ( )g k h k C= =

（ C 为常数）。对 2l = ，为 2 阶极点情况，

2 2 1 2
( ) ( )g k h k C C k= = + （

1
C 、

2
C 为常数），它为 k

的线性增长函数，对 l一般情况，有 

 1

1
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l

i

l l i

i

g k h k C k −

=

= =∑  (6) 

它为 k的 1l − 阶多项式增长函数。 

2) 在 z平面单位圆上有一个一阶共轭极点时，

即 j

1,2 e
ωλ ±= ，由式(5)有 

1 2 1 2
( ) ( ) ( )cos j( )sin

        cos sin

g k h k C C k C C k

a k b k

ω ω
ω ω

= = + + −
= +  (7)

 

即 ( ) ( )g k h k= 为稳定的等幅正弦与余弦振荡函数。

式(7)中常数
1 2

a C C= + ，常数
1 2

j( )b C C= − 。 

若 ( ) ( )g k h k= 在 z 平面单位圆上共有 n个不同

的一阶共轭极点时，则 
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为 n个不同频率的稳定等幅正弦与余弦振荡函数。 

若 ( ) ( )g k h k= 在 z平面单位圆上有 l（1 l n< ≤ ）

个相同共轭极点时，则 

 1

1

( ) ( ) ( cos sin )
l

i

i i i i

i
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=
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为 l (1 l n< ≤ )个不同频率且幅度增长的正弦与余

弦振荡函数。 

由此可见，当 ( ) ( )g k h k= 为常数与单个或多个

等幅正弦与余弦振荡函数时，线性系统是边界稳定

的；当 ( ) ( )g k h k= 为一线性增长、多项式曲线增长

与单个或多个不同频率增长的正弦与余弦振荡函

数时，线性系统是边界不稳定的。 

由以上研究，线性系统的稳定性分为稳定的与

边界稳定的，本文为了使两者区分更加清楚，对稳

定的情况，改称为正则稳定的情况，因线性系统这

种稳定情况是众所熟知的。 

3  基于线性系统稳定性理论的信号分解 

由于确定性（离散）信号与平稳随机（离散）

信号分别由{ ( )}nδ 与白噪声序列 { ( )}w n 激励一线

性系统所产生，故这 2种信号分解可由线性系统理

论统一研究。因线性系统稳定性有正则的与边界稳

定的 2种情况，需要对它们分别进行研究。 

3.1  线性系统正则稳定情况下的信号分解 

正则稳定的线性系统有 3 种描述方式：z 域传

递函数或时域格林函数、零极点模型、线性差分方

程，这 3种描述方式可以互相转换，可以从任何一

种得到另外一种。欲利用正则稳定的线性系统对确

定性信号与平稳随机信号的信号分解进行统一研

究，以采用格林函数描述方式为最佳，其理由如下。 

1) 数学物理意义清楚，并为人们熟悉。这易由

图 1中线性系统的输入输出关系而得到。 
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图 1  线性系统输入与输出关系 

图 1中确定性信号 ( )x n 为 
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平稳随机信号 ( )x n 为 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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∞ ∞

= =

= − = −∑ ∑   (11) 

2) 便于与后面研究的线性空间投影理论相联

系，得到几何意义解释。 

对应于线性空间理论研究，{ ( )}iδ 可以视为标

准正交基组
           

{ [0 0 1 0 ]}
i

i

e = � �

第 个

，同样，白

噪声 ( )w n 是正交的，若其方差 2 2[ ( )] 1E w nσ = = ，
也可视为标准正交基组。这样，确定性信号 ( )x n

与平稳随机信号 ( )x n 均可视为线性空间中的一

个矢量，信号分解就是将 ( )x n 矢量分解（或投影）

到标准正交基上， ( )g i 是 ( )x n 在相应基上的坐

标，如图 2 所示。图 2 中， ( )
i
e iδ⇔  时，为确

定性信号 ( )x n 在线性空间中的分解情况，而

( )
i
e w i⇔ 时，为平稳随机信号 ( )x n 在线性空间中

的分解情况。 

 

图 2  信号 ( )x n 的矢量分解 

3) 可推广研究非平稳确定性信号与非平稳随

机信号的分解，详见文献[5]。 

对正则稳定的线性系统，要求其 n阶全极点模

型的极点
i
λ 不同，并且 1, 1,2, ,

i
i nλ < = � 。现对确

定性信号与平稳随机信号的统一研究，使用的是线

性系统的格林函数 ( )g k ，对它所要求的条件也应研

究清楚。先考虑一阶极点模型
1

1
( )

1
H z

zλ −=
−

，它

可化为一无穷阶全零点模型如下 

 1 2 2

1

1
( ) 1

1
H z z z

z
λ λ

λ
− −

−= = + + +
−

�  (12) 

对式(12)最后表示式进行因式分解，当 1λ <
时，显见其所有零点必须在单位圆内，此种情况，

称为最小时延系统或最小相位系统。与式(12) ( )H z

对应的格林函数 ( )g k 或脉冲响应 ( )h k 为 

 ( ) ( ) kg k h k λ= =  (13) 

当 0,1,2,k = � 时，得序列 { ( )} { ( )}=g k h k=  

2{1, , , }λ λ � ，若 1λ < ，则{ ( ) { ( )}g k h k= 是因果最

小时延序列或因果最小相位序列。此种一阶极点模

型研究结果，可以推广到 1
i
λ < ( 1,2, ,i n= � )且各

i
λ

不同的 n 阶全极点模型情况，它就是 1
i
λ <  

( 1,2, ,i n= � )时的式(3)与式(4)。 

综上研究，正则稳定的线性系统必定是因果的

最小时延系统或最小相位系统，而此种线性系统用

格林函数描述时，格林函数序列{ ( )}g k 应该是因果

的最小时延或最小相位序列。 

3.2  线性系统边界稳定情况下的信号分解 

1) 边界稳定线性系统的格林函数与差分方程 

边界稳定线性系统的格林函数 ( ) ( )g k h k= 为

常数与单个或多个不同等幅与频率的正弦与余弦

函数组成，现研究与其对应的线性差分方程。先考

虑如下单个等幅正弦函数情况 

 ( ) ( ) sin( )g k h k b kω ϕ= = +  (14) 

其中， b为正弦函数的幅度，ϕ为相位。由三角恒
等式 

 
sin( ) sin[( 2) ]

2cos sin[( 1) ], π π

k k

k

ω ϕ ω ϕ
ω ω ϕ ω
+ + − +

= − + − ≤ ≤
 

(15) 

结合式(14)和式(15)有 

 ( ) 2cos ( 1) ( 2) 0g k g k g kω− − + − =  (16) 

将式(16)表示成一般线性差分方程形式，有 

 
1 2

( ) ( 1) ( 2) 0g k a g k a g k− − − − =  (17) 

式(17)中，
1

2cosa ω= ，
2

1a = − 。式(17)为一

零输入二阶线性时不变差分方程。若线性系统由 n

个不同等幅与频率及相位的正弦函数组成时，即 

 
1

( ) ( ) sin( )
n

i i i

i

g k h k b kω ϕ
=

= = +∑  (18) 
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则可得零输入 2n阶线性时不变差分方程，为 

 
2

1

( ) ( ) 0
n

i

i

g k a g k i
=

− − =∑  (19) 

式(19)是 1 个零输入 2n阶线性时不变差分方

程。对此种零输入差分方程，由于 ( )g k 可由 ( )g k 的

过去值 ( )g k i− （ 1,2, , 2i n= � ）线性组合精确确定

或精确预测，因此，对凡是零输入差分方程，其所

描述的信号 ( )x k 是可精确确定或可精确预测的。 

对正则稳定的线性系统，其格林函数 ( )g k 定义为

( )nδ 输入时线性系统的输出。现对边界稳定线性系统，

无需 ( )nδ 输入。系统会自激而产生正弦与余弦振荡。

因此，前者定义的格林函数 ( )g k 对后者并不适用。为

此，对边界稳定的线性系统，应寻求格林函数以外比较

合适的定义方式。本文将系统自激所产生正弦与余弦振

荡函数的线性组合定义为奇异的格林函数，表示为
(s) ( )g k 。这样，由式(18)可得 (s) ( )g k 的一般表示式为 

(s) (s)

1

( ) ( ) [ cos( ) sin( )]
n

i i i i i i

i

g k h k a k b kω ϕ ω ϕ
=

= = + + +∑  

  (20) 

( )g k 与 (s) ( )g k 对比关系如表 1所示。 

表 1 g(k)与 g(s)(k)的对比关系 

正则稳定线性系统 ( )g k  边界稳定线性系统
(s) ( )g k  

单位圆内一阶极点 λ ，

( ) kg k λ=  

单位圆上一阶共轭极点 

(s) ( ) cos sing k a k b kω ω= +  

单位圆内 n 个不同极点

( 1,2, , ),
i
i nλ = �  

1

( )
n

k

i i

i

g k C λ
=

=∑  

单位圆上单位圆内 n 个不同共轭极点 

(s)

1

( ) [ cos( )

sin( )]

n

i i i

i

i i i

g k a k

b k

ω ϕ

ω ϕ
=

= + +

+

∑
 

 

2) 线性系统边界稳定情况下的平稳随机信号 

线性系统边界稳定情况下的正弦与余弦函数

经平稳随机变量调制，可以得到平稳随机信号
[6,7]
，

常见的有如下情况。 

① 调相平稳随机信号 

设单个信号时 

 ( ) cos( )x k kω ϕ= +  (21) 

式(21)中ω为常数，ϕ为在 [ π, π]− 均匀分布的随机

变量，其概率密度在 π πϕ− ≤ ≤ 为
1

2π
。因 ( )x k 的

自相关函数 ( )r l 为 

 π

π

( , ) [ ( ) ( )]

1
                [cos cos(2 2 )]d

4π

r k k l E x k x l k

l k lω ω ω ϕ ϕ
−

+ = +

= + − +∫
  

上式后一项消失，故 

 
1

( , ) [ ( ) ( )] cos ( )
2

r k k l E x k x l k l r lω+ = + = =  

由此可见， ( )r l 与时间 k无关，故 ( )x k 是平稳随机

的。若 

 
1

( ) cos( )
n

i i i

i

x k A kω ϕ
=

= +∑  (22) 

式(22)中
i

A与
i

ω 为常数，
i

ϕ 为[ π, π]− 均匀分布的随

机变量，其概率密度在 π πϕ− ≤ ≤ 为
1

2π
，

1,2, ,i n= � 。 ( )x k 的自相关函数 ( )r l 为 

 
1

1
( ) ( , ) cos

2

n

i

i

r l r k k l lω
=

= + = ∑  

可得到式(22)的 ( )x k 是平稳随机的。 

② 调幅平稳随机信号 

复正弦调幅信号 ( )x k 为 

 
j

1

( ) e i

n

k

i

i

x k a
ω

=

=∑  (23) 

式(23)中
i

ω 是常数，
i
a 是互不相关的随机变量，

其均值为零，方差 2 2
[ ], 1,2, ,

i i
E a i nσ = = � 。 ( )x k 的

自相关函数为 

 
j2

1

( ) [ ( ) ( )] e i

n

l

i

i

r l E x k x k l
ωσ

=

= + =∑  (24) 

实正弦与实余弦调幅信号 ( )x k 为 

 
1

( ) ( cos sin )
n

i i i i

i

x k a k b kω ω
=

= +∑  (25) 

在式(25)中，
i
a 与

i
b 是互不相关的实随机变量，

均值为零，且 2 2 2
[ ] [ ] , 1,2, ,

i i i
E a E b i nσ= = = � 。 ( )x k

的自相关函数为 

 2

1

( ) [ ( ) ( )] cos
n

i i

i

r l E x k x k l lσ ω
=

= + =∑  (26) 

由于式(24)与式(25)、式(23)与式(25)的调幅复

正弦与实正弦与实余弦信号都是平稳随机的，并且不

难得出调幅与调相平稳随机信号的一般表示式为 

 
1

( ) [ cos( ) sin( )]
n

i i i i i i

i

x k a k b kω ϕ ω ϕ
=

= + + +∑  (27) 

其中，
i

ω 为常数，
i
a 、

i
b 与

i
ϕ 为随机变量，且

i
a 与

i
b 互不相关， 2 2 2

[ ] [ ]
i i i

E a E b σ= = ，
i

ϕ 在 π πϕ− ≤ ≤

为概率密度
1

2π
的均匀分布， 1,2, ,i n= � 。 
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对上述 3种平稳随机信号，与调幅及调幅调相

平稳随机信号对应的线性差分方程是线性随机变

量系数的随机差分方程，现尚未见到文献介绍，只

有调相平稳随机信号对应的线性差分方程是线性

常系数随机差分方程，可以对其进行研究。将式(22)

改写为 

 
0

1

( ) sin( )
n

i i

i

x k A kω ϕ ϕ
=

= + +∑  (28) 

在式(28)中，
0

π

2
ϕ = 为初相位。与式(28)对应的线性

常系数随机差分方程为 

 
2

1

( ) ( ) 0
n

i

i

x k a x k i

=

− − =∑   (29) 

它是一个零输入的随机差分方程。 

平稳随机序列{ ( )}x n ，其现在值 ( )x n 是不能由

其过去值 ( )( 1,2, )x n i i− = � 精确确定或精确预测

的，但有的文献将预测误差 ( )nε 的 2 2[ ( )]E nσ ε= 为

零时，定义为在均方意义下可精确确定或可精确预

测的，即 

 2 2

1

lim [ ( ) ( )] [ ( )] 0
n

i
n

i

E x k a x k i E kε
→∞ =

− − = =∑  (30) 

式(30)可进一步表示为 

 
1

( ) ( ) 0
n

i

i

x k a x k i

=

− − =∑  

上式即式(29)。这样，可知式(29)所示的零输入随机

差分方程是均方意义下可精确确定或可精确预测的。 

3) 线性系统边界稳定情况下信号分解的统一

研究 

由式(19)线性系统边界稳定情况下的奇异格林

函数 (s) ( )g k ，也就是此种情况下确定性信号 ( )x k 的

分解表示式，即 

 
1

( ) [ cos( ) sin( )]
n

i i i i i i

i

x k a k b kω ϕ ω ϕ
=

= + + +∑  

它与平稳随机信号 ( )x k 分解表示式(27)相同，因此，

可在数学上将两者统一起来。但应明确，对确定性

信号 ( )x k ，
i
a 、

i
b 、

i
ω 和

i
ϕ 均为常数，而对于平稳

随机信号 ( )x k ，
i

ω 为常数，
i
a 与

i
b 是不相关的且有

相同方差 2

i
σ 的随机变量，

i
ϕ 是在 [ π, π]− 均匀分布

的随机变量。 

综上所述，线性系统在边界稳定情况下，系统

可以自激而产生正弦与余弦振荡，将它们线性组合

起来，而产生所需要的信号。对此，在信号分析与

处理中，称其为调和过程，以区别他激线性系统产

生信号的一般线性过程。 

4  基于线性空间投影理论的信号分解 

利用线性空间投影理论来研究确定性与平稳

随机信号的分解
[8~12]
，不仅可使这 2 种信号分解在

泛函数学框架下统一起来，并可从空间几何意义上

对它们了解得更加清楚。 

1) 几种线性空间的意义与关系 

由信号序列或数据序列
1 2

{ , , }X x x= � 组成的

线性空间，若信号 x是稳定的，其能量需是有限的，

即 2

1

| |
i

i

x

∞

=

< ∞∑ 。此种线性空间称为
2
l 空间。 2

1

| |
i

i

x

∞

=
∑

可表示成内积 x, x 与 2P = 的范数
2

x （ P范数定

义为

1

2

1

| |
P

iP

i

x

∞

=

= ∑x ），即 

 
22

2

1

| |
i

i

x

∞

=

= =∑ x, x x  

从而有内积线性空间与赋范线性空间。由于范数有

不同定义方式，它可不等于内积，对内积 x, x 等

于范数
2

2
x 的线性空间，称为希尔伯特空间，表示

为 ( )H X 。由此可见，这 4种线性空间意义是相同

的。线性空间引入内积后，就可以把许多平面几何

性质推广到 n维或无穷维抽象空间。线性空间引入

范数，就可以进行极限运算，以表明信号分解是收

敛的，即
k
x 的极限为 x，是指

2

lim 0
k

k

x x

→∞
− = ，称

k
x

均方收敛于 x，并表示为 lim
k

k

x x
→∞

= 。 

对平稳随机信号的研究，若ξ 与η是随机变量，
有：①内积是指 , [ ]Eξ η ξη= ；②范数是指

2[| | ]Eξ ξ= ；③ξ 与η正交是指 [ ] 0E ξη = ；④
n
ξ

收敛于 ξ 是指 2 2
lim lim [ ] 0

k k
k k

Eξ ξ ξ ξ
→∞ →∞

− = − = 。这

样，对确定性信号与平稳随机信号在数学表示上可

进行统一研究。 

2) 希尔伯特子空间投影 

在希尔伯特子空间中，由非正交不相关的信号

序列
1 2

{ , , , }
n

X x x x= � 所张成的子空间，将其表示

为
1 2

( ) span{ , , , }
n n

H X x x x= � ,
n
x 在 子 空 间

1 1 2 1
( ) span{ , , , }

n n
H X x x x− −= � 的投影表示为 ˆ

n
x ，投

影误差为
n
ε ，则有 
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 ˆ ,
n n n

x xε = −
1

1

ˆ

n

n i n i

i

x xα
−

−
=

=∑  (31) 

式(31)中
i

α 为待定的线性组合系数。式(31)的

关系如图 3 所示，
1
( )

n n
H Xε −⊥ ，

n
ε 与

1
( )

n
H X− 中

各元素
1 2 1
, , ,

n
x x x −� 都正交。 

 

图 3  
n
ε 在

1
( )

n
H X− 投影 

在对确定性信号的研究中， ˆ
n
x 为均方误差

2 2ˆ( )
n n n
x x ε− = 最小对

n
x 的线性最优近似，而在对平

稳随机信号的研究中，̂
n
x 为均方误差 2ˆ[( ) ]

n n
E x x− =  

2
[ ]

n
E ε 最小对

n
x 的线性最优估计或最优一步预测，

在最优一步预测中，
n
ε 是不线性依赖于

n
x 过去值而

出现的新息。通常在希尔伯特子空间中研究的都是这

种情况的投影，将其称为正则投影。 

在对确定性信号研究中，若 0
n
ε = ，则

1

1

ˆ

n

n n i n i

i

x x xα
−

−
=

= =∑ ，即
n
x 在子空间

1
( )

n
H X− 的投影

是其自己，现将这种投影称为自投影或奇异投影。

这种情况的投影，
1

( ) ( )
n n

H X H X−≡ ，对所有 n均成

立，即所有子空间 ( ), , 1,
i

H X i n n= − �是相同的。

另外，
n
x 可由其过去值

1 2
, ,

n n
x x− − �精确确定。在对

平稳随机信号研究中，应明确的是 2 2
[ ] 0

n n
E ε σ= = 为

均方意义下的自投影或奇异投影，而
n
x 可由其过去

值
1 2
, ,

n n
x x− − �在均方意义下精确确定或精确预测。 

根据上述，信号 x在希尔伯特子空间上的投影

分为 2种，一种是正则投影，用 u

x 表示，另一种是

自投影，用 v

x 表示。若 u

x 与 v

x 是不相关的，且是

同时存在的，则有 

 u v= +x x x  (32) 

现在需要研究的是信号分解的问题。首先要解

决如何将 x分成为 u

x 与 v

x ，这涉及使用格莱姆—

施密特（Gram-Schmidt）正交化方法，应对其做必

要的介绍与研究。 

3) 格莱姆—施密特正交化方法 

格莱姆—施密特正交化方法是将非正交的线

性不相关序列
1 2

{ , , , }
n

X x x x= � 化成为正交的线性

不相关序列
1 2

{ , , , }
n

ε ε ε� ， n可以是有限的，也可

以是无限的。该方法的基本思路是选择
1
x 作为

1
ε ；

其次，将
2
x 关于

1
x 进行正交分解并选择与

1
ε 正交的

分量作为
2
ε ，于是有

1 2
, 0ε ε = ；再次，将

3
x 关于

空间
1 2

{ , }ε ε 进行正交分解，并选择正交于
1 2

{ , }ε ε
的分量作为

3
ε 。类此不断继续下去，直至完成处理

过程。这种方法的表示式为 

 

1 1

1

2 2 2 1 2

1

1 2

3 3 3 1 3 22 2

1 2

1

2

1

,

, ,

, , 2
m

i

m m m i

i
i

x

x x

x x x

x x m n

ε
εε ε
ε
ε εε ε ε
ε ε

εε ε
ε

−

=

⎧ =
⎪
⎪ = −⎪
⎪
⎪⎪ = − −⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

= −⎪
⎪⎩

∑

�

≤ ≤

 (33) 

若
1 2

{ , , , }
n

ε ε ε� 欲成为 X 的标准正交基，需要

对式(33)进行归一化处理，得 

 

1

1

1

2 1 1

2 2

2 2 1 1

1

1

1

1

,

,

,

, 2

,

m

m i i

i

m m m

m m i i

i

x

e

x

x e e

e x

x x e e

x e e

e x m n

x x e e

−

=
−

=

⎧ =⎪
⎪
⎪

= −⎪
−⎪

⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

= −⎪
⎪ −
⎪⎩

∑

∑

�

≤ ≤

 (34) 

格莱姆—施密特正交化过程可理解为前一希

尔伯特子空间
1
( )

i
H X− 增加一个正交基

i
ε 以得到后

一子空间 ( ), 2,3, ,
i

H X i n= � ，从而成为不断扩大

其子空间的过程，如表 2所示。 

表 2  格莱姆—施密特正交化过程与H(X)子空间扩大过程关系 

正交化过程 子空间扩大过程 

1 1
{ } { }x ε⇔  

1 1 1 1 1

1 1

, ( ) ( ),

span{ } span{ }

x H X H

x

ε ε
ε

= =
=

 

1 2 1 2
{ , } { , }x x ε ε⇔  

2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )

span{ } span{ , }

H X H X

x

ε
ε ε ε

= ⊕ =
⊕ =

 

1 2 3 1 2 3
{ , , } { , , }x x x ε ε ε⇔  

3 2 3

1 2 3 1 2 3

( ) ( )

span{ , } span{ , , }

H X H X ε
ε ε ε ε ε ε
= ⊕ =

⊕ =

�  �  

1 2 1 2
{ , , , } { , , , }

n n
x x x ε ε ε⇔� �

1

1 2

( ) ( )

span{ , , , }

n n n

n

H X H X ε
ε ε ε

−= ⊕ =
�
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表 2中，⊕表示“直和”或“正交和”。由表 2

可得 ( )
n

H X 由其子空间 ( ), 1,2, , 1
i

H X i n= −� 扩大

过程的表示式，为 

 
1

1

( ) ( )
n

n i

i

H X H X

−

=

=∪  (35) 

式(35)中， n可为无限，且有
1

( ) ( )
i

i

H X H X

∞

∞
=

=∪ 。 

4) 希尔伯特子空间的正交投影 

线性不相关的非正交信号序列
1 2

{ , , ,X x x= �  

}
n
x 经格莱姆—施密特正交化方法可化为线性不相

关的归一化正交信号序列
1 2

{ , , , }
n

E e e e= � ，这样，

利用 ( )
n

H X∈x 的线性子空间投影可将其转化为在

( )
n

H E 的线性子空间投影。当 k n< 时， x 在

1 2
( ) span{ , , , }

n k
H E e e e= � 子空间的投影为 

1

0

1

0

,

, , , 0,1, , 1

k

k k i k i

i

k

i k i i k i

i

m e e

g e g e i k

−

− −
=

−

− −
=

=

= = = −

∑

∑

x

x �

 (36)

 

当 k n= 时，由于 x在 ( )
n

H E 中的投影
n

m 就是

它自己，即
n

m x= ，因此，得 

1

0

1

0

,

  , , , 1,2, , 1

n

n i n i

i

n

i n i i n i

i

e e

g e g e i n

−

− −
=

−

− −
=

=

= = = −

∑

∑

x x

x �  (37)

 

式(37)被称为 x在希尔伯特子空间 ( )
n

H E 的正

交投影。 

5) 线性空间正则投影信号 u

x 与自投影信号 v

x  
u

x 的希尔伯特空间为 u u

1 2
( ) span{ , , }H X x x= � 。

v

x 的希尔伯特空间为 v v

1 2
( ) span{ , , }H X x x= � 。若

u

x 与 v

x 不相关， u v= +x x x ，则 u( ) ( )H H= +x x  

v( )H x 。 u( )H x 与 v( )H x ∈ ( )H x ，且处在 2 个不

相交相邻的 ( )H x 子空间上。为此，可令 u( )H X ∈  

( )H X∞ ， v( ) ( )H X H X−∞∈ ，这是非常合理的。 

对 u

x 采用希尔伯特子空间正交投影法，当

n = ∞时，由式(37)得信号分解式 

 

u

0

0

,

    , , , 1,2,

n

n i n i

i

n

i n i i n i

i

e e

g e g e i

=∞

− −
=

=∞

− −
=

=

= = =

∑

∑

x x

x �

 

(38) 

这种情况与线性系统正则稳定情况下的信号

分解式(10)相对应，因此，式(38)中标准正交基上的

坐标
i

g 对应于式(10)的最小延时或最小相位的格林

函数 ( )g i 。 

由表 2可知，格莱姆—施密特的正交化过程是

1 1 2 1 2 3 1 2
{ } { , } { , , } { , , , }

n
ε ε ε ε ε ε ε ε ε→ → → →� � ，

( )H X 子空间扩大化过程是
1 2
( ) ( )H X H X→ →  

3
( ) ( )

n
H X H X→ →� ，则它们的逆过程应分别为

去正交过程
1 2 1 2 1

{ , , , } { , , , }
n n

ε ε ε ε ε ε −→ → →� � �  

1
{ }ε 与 ( )H X 子空间减少过程

1
( ) ( )

n n
H X H X−→  

→ →�

1
( )H X 。现采取 ( )H X 子空间减少过程，

将 u ( )H X∞∈x 从 ( ) ( ) ( )H X H X H∞= + −∞ 中分出，
得到 v ( )H X−∞∈x ，表示为 

 v ( ) ( )
i

i

H X H X

∞

−∞
=−∞

∈ =x ∩  (39) 

式(39)是与式(35)相对应的逆过程表示式。 v

x

是自投影的， v v

1
( ) ( )

n n
H X H X−= ，对所有 n均成立。

这样， v

n
x 可由其过去值 v v

1 2
, ,

n n
x x− − �精确确定。 

5  与信号沃尔德（Wold）分解关系 

信号沃尔德分解  任意平稳随机信号 x可以分解

为 u

x 和 v

x 2 个平稳随机信号之和， u v= +x x x ，其

中， u

x 是平稳随机MA( )∞ 信号，即 

 u

1

n i n i

i

w b w

∞

−
=

= +∑x  (40) 

式(40)中，
n

w 是白噪声序列。 u

x 是不可精确预

测的随机信号，也称为正则的随机信号。 v

x 与 u

x 不

相关，它是均方意义可精确预测的随机信号，也称

为奇异的随机信号。 

对上述信号沃尔德分解，已有一些文献研究
[13~15]

，

并给出了严格数学证明，但均繁难，不易理解。本

文研究与其研究有相似之处，但存在完全不同之

处，有自己的许多新发展。 

本文研究与信号沃尔德分解研究相似之处是

均应用了泛函线性空间理论，一个是从线性空间投

影理论研究，另一个是从线性空间预测理论研究。 

本文研究与信号沃尔德分解研究完全不同之

处主要有 2个方面。1) 本文是对确定性信号分解与

平稳随机信号分解进行了统一理论研究，而信号沃

尔德分解是仅对平稳随机信号的理论研究。2) 本文

提出了新的基于线性系统稳定性的信号分解统一

理论，它分为 z域单位圆内正则稳定的正则信号分

解及 z域单位圆上边界稳定的奇异信号分解，而奇

异信号分解是正弦与余弦函数的线性组合。因此，
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它非常具体明晰，可从物理意义上了解清楚，这非

常有助于解决依据线性空间理论信号分解的统一

研究中在这方面的不足之处。 

6  结束语 

本文依据线性系统稳定性理论与线性空间投影理

论，给出了确定性信号与平稳随机信号的信号分解统

一研究结果。前者的研究具体明确且物理意义清晰，

后者的研究数学与几何意义清晰，对两者合在一起研

究，可相得益彰，有助于对信号沃尔德分解的研究。 

本文具有研究新发展前景，主要表现在 2个方

面。1) 确定性信号与平稳随机信号的信号分解，各

自均可分成为正则信号分解与奇异信号分解，它们

可有不同的线性组合方式，例如平稳随机信号的正

则信号与确定性信号的奇异信号，它们的线性组合

是方差平稳随机信号或均值具有趋向性的非平稳

随机信号。因此，对它们的一些线性组合方式进行

研究，是有创新发展前景的。2) 本文依据线性系统

稳定性理论对信号分解的统一研究，可推广研究非

平稳确定性信号与非平稳随机信号的统一研究，作

者已对此做了研究，参见文献[5]。 
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